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Una gran part de la ciencia consisteix a donar models que permetin de
coneixer per endavant caracter:stiques quantitatives o qualitatives de feno-
mens observables. La matematica s'ha convertit en el llenguatge mes emprat
per a donar aquests models, i no nomes pel que fa a la part quantitativa, sing
tambe per a 1'explicaci6 qualitativa. En particular la teoria de les equacions
diferencials s'ha desenvolupat a causa de la seva utilitat per a servir per do-
nar el model de molts dels processos, que en podriem dir «dinamics» , de la
fisica, la tecnica, 1'economia, la biologia, etc. Darrerament, el desig de do-
nar un model cientific per a certs processos dinamics ha originat tot un nou
Ilenguatge matematic molt relacionat amb el de les equacions diferencials i
que es coneix sota el nom de <<teoria de catastrofes».

La teoria de catastrofes fou creada per Rene Thom i la utilitza per a ex-
plicar, entre altres, fenbmens d'embriologia i de linoistica. Ha publicat les
seves idees en un llibre que, encara que fou escrit al principi dels anys sei-
xanta, no va veure la Hum fins l'any 1972 (vegeu la referencia [1] a la biblio-
grafia del final). Tambe ha publicat molts articles i conferencies sobre el
tema (vegeu [2] ).

La teoria de Thom ambiciona molt mes que 1'explicaci6 de fenbmens d'em-
briologia i de linguistica: ambiciona de donar un model valid per als proces-
sor evolutius en general. A pesar de la seva jovenesa, la teoria de catastrofes
ja s'ha popularitzat forca en alguns medis. Per exemple, amb l'ajut de Zee-
man, un metge i matematic que ha fet servir la teoria per donar alguns mo-
dels molt interessants (vegeu [3] i [4]), el llenguatge de les catastrofes ha
estat portat, adhuc fent servir la televisib com a mitja de transport, al conei-
xement del public angles. Dels matematics, molts treballen en equacions di-
ferencials, sistemes dinamics i topologia diferencial, en problemes inspirats
per aquesta teoria d'una manera mes o menys directa. Es aixi com Mather.
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Sotomayor, Williams, Smale, Arnold, Guckenheimer i molts mes treballen
en estratificacio, bifurcaci6 (forcacio), atractors, estabilitat estructural, etc.

La teoria de catastrofes ha comportat la creaci6 de tot un llenguatge, que,
be que utilitza paraules d'us corrent, els dona, en matematitzar-les, un sen-
tit molt mes precis. A causa de la imprecisi6 natural que tot llenguatge to en
comencar a esser utilitzat, i tambe a ]a complicaci6 del terreny de la teoria
de catastrofes, els escrits de Thom son dificils de Ilegir. Hi ha una gran acu-
mulaci6 d'idees i conceptes nous, i comporta un cert esforc d'anar-ne esbri-
narit tot l'entrellat. L'objecte del treball present es de contribuir a aquest

aclariment i simplificaci6, tot explicant quines son les idees fonamentals de
la teoria i tractant de donar un significat precis, o almenys mes precis que el

corrent, a paraules com es ara critic, catastrofe, evolucio, organisme, meta-
bolisme, forcaci6, estabilitat estructural, etc., Moltes vegades la terminolo-

gia emprada no coincideix amb la de Thom, i potser 1'haure interpretat mala-

ment en algunes coses, pero espero de no haver falsejat la idea central.

Un organisme es per a nosaltres una entitat que mostra, d'una banda,

una dinamica interna, que anomenarern metabolisme, i d'una altra, una di-

namica externa, que anomenarem evoluci6. Entre els organismes que ens

venen al cap destaquem l'univers, la societat humana, el conjunt de totes les

especies animals, una especie animal particular, el conjunt de totes les llen-

gues, una llengua particular, un esser viu, un mite, una nacionalitat, la uni-

versitat, una familia, el cor, un automobil, etc. En tots aquests exemples reco-

neixem el metabolisme com les lleis de comportament intern, que ens diuen

com funciona per dintre cada una d'aquestes entitats: per exemple, tot el

complex fisico-quimic en un esser viu segueix unes certes lleis que fan que

aquest esser viu estigui en un cert estat i no en un altre. L'evoluci6 es ma-

nifesta amb un canvi mes lent, historic diriem, en alguns casos. En l'exem-

p]e anterior 1'esser viu es va fent veil i ]a seva dinamica interna, el seu metabolis-
me, va canviant.

Se'ns pot dir que estem fent una distinci6 que no es clara. Que en un

moment donat el que es pot mesurar es un cert conjunt de variables que

ens donen 1'estat de l'organisme: temperatures, concentracions, esforcos, for-

mes, volums, etc., i que aquestes variables canvien en el temps, d'acord amb

les Ileis naturals, o sigui segons una dinamica global, i que no tenim, en un

temps donat, un sistema dinamic coin el metabolic. P-s a dir, que hi ha

una contradiccio en considerar d'una banda el temps fix per a determinar

un sistema metabolic donat, i d'altra banda considerar els estats del sis-

tema metabolic coin a variables en el temps. La justificaci6 d'aixo es troba

en el fet que els canvis en el sistema metabolic son molt mes rapids que en
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el sistema evolutiu i que, en una primera aproximacio, les coses passen com
si el canvi a llarg terme de l'organisme es pogu6s considerar com una evo-
lucio de sistemes dinamics interns, o sigui que 1'evoluci6 d'un organisme es
una trajectoria, en que cada punt es un sistema dinamic metabolic (en que
el temps actua d'una manera molt mes rapida). Donat 1'acoblament de dos
sistemes dinamics, un de lent i un altre de rapid, es un problema de la
matematica de veure fins a quin punt la nostra simplificacio es valida. En
molts casos ho es.

Pel que fa a la terminologia, si no distingiem entre variables lentes i
rapides, diriem organisme a la trajectoria en el temps seguida pels estats
de fens que ens interessa. En fer la distincio, direm organisme a la trajec-
toria que descriu, en el sistema dinamic evolutiu, el canvi en el temps del
sistema dinamic metabolic. Aixi, un organisme en un moment donat es un
sistema dinamic metabolic, en que els estats interns queden determinats gels
valors de les variables rapides.

Per a explicar la permanencia de certes caracteristiques en un organisme,
caldra incloure en el model certs estats o conjunts d'estats que siguin esta-
bles i envers els quals tendeix rapidament 1'organisme quan, degut a circums-
tancies externes, se n'allunva. Considerarem doncs que el sistema metabolic
to atractors, o sigui estats envers els quals tendeixen les variables rapides
quan l'estat de ('organisme se n'aparta. Un cert sistema metabolic pot tenir
mes d'un atractor, i direm que 1'organisme to una forma o 1'altra segons
1'atractor en que es trobi. En anar canviant el sistema metabolic d'acord amb
una trajectoria evolutiva, els atractors tambe van canviant, i amb ells la
forma estable de l'organisme.

Abans de prosseguir donarem an exemple que ajudara a fixar aixo que
hem dit i motivara d'altres conceptes que generalitzarem mes endavant.

Considerem un cas senzill en que un sol nombre real mesura una certa
caracteristica propia de 1'estat d'un organisme en un moment donat. Suposem
que el canvi d'aquest nombre real, la seva dinamica, que sera el sistema
metabolic, es representat per una equacio diferencial. Si el valor d'aquesta
variable es x(t) al temps t, suposem que x'(t) = f(x(t)) es aquesta equacio
diferencial. Aixo ens diu que en el punt x el canvi de x es produeix amb la
velocitat f(x). Una trajectoria del sistema dinamic metabolic es una solucio
d'aquesta equacio, o sigui un moviment a la recta que en tot punt x to f(x) per
velocitat.

Un exemple d'aquest sistema seria donat per 1'equaci6 x' = -x. A cada
punt la velocitat es igual a -x i per tant 0 es un punt de repos o d'equi-
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libri. Tot moviment tendeix a portar el punt cap a 0; que en aquest cas es

Punic atractor.

FIGURA t

De fet si xo es el valor de la variable observada al temps 0, llavors

x(t) = xa e-`. Quan t tendeix a '>> aixo tendeix a 0.

Podem polar exemples de dinamiques internes mes complicades, com

pot esser

Els punts d'equilibri son aquells per all quals x3 -I- ax -b b = 0.

Resulta que per a a ?_ 0, sigui el que sigui b, nomes hi ha un punt d'equi-

libri iaquest es un atractor, es a dir, totes les trajectories tendeixen a ell

quant t tendeix a ^.

Per a a < 0 hi ha certs valors de b per all quals hi ha un sol punt d'equi-

libri, que es un atractor, i altres valors per all quals hi ha 2 i 3 punts d'equi-

libri. La figura 2 dona una idea de la localitzacio dels punts d'equilibri i de

llurs tipus en funcio de b, per a diferents valors decreixents de a.

Les linies verticals representen les rectes on to floc la dinamica metabo-

lica, i les interseccions amb les corbel son ell punts d'equilibri. Els punts d'e-

quilibri en que les fletxes convergeixen son atractors i 1'estat de 1'organisme

tendeix cap a ells.

Podem considerar que dues dinamiques internes son equivalents si tenen

punts critics del mateix tipus disposats en el mateix ordre. Resulta que per

a a > 0 totes les dinamiques son equivalents (del tipus I, diguem); per con-

tra, per a a < 0 hi ha 3 tipus diferents de dinamiques: un sol punt critic

que es un atractor (tipus I ), dos atractors i un repulsor entremig (totes les

trajectories fugen d'un repulsor) (tipus II), i un atractor i un punt de pas

en que les trajectories s'acosten per una banda i fugen per 1'altra (tipus III).

Si representem en un pla ell valors a i b tenim la situacio de la figura 3,

en que hem indicat amb I, II i III ell conjunts on el sistema intern es del

tipus corresponent.
I'.1 conjunt III no to punts interns i es constituit de les dues corbel

2 '^ 3 ^ I.
mostrades a la figura, b = ± -- (-a) per a a < 0, excepte el punt

9

a == 0, b = 0, que os del tipus I.
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a

FIGURA 3

2 sly 2 'l:
Tenim que per a a < 0 i -- -- (-a) < b < --- (-a)

9 9

hi ha dos atractors i un repulsor i tenim sistemes del tipus II.

Si voliem representar en 3 dimensions Ia posici6 dels punts critics en
funci6 dels parametres a i b, tindriem la figura 4, en que la superficie repre-
senta x3 + ax + b = 0.

Si ara els parametres a i b canvien d'acord amb una certa dinamica evo-
lutiva, tindrem definides trajectories al pla a,b com ]a indicada amb linia
plena a la figura 3, en que 1'organisme passa de tenir un metabolisme P a
tenir un metabolisme Q, o be, tenint en compte que 1'estat metabolic es pot
considerar sempre en un atractor, o almenys a 1'entorn d'un atractor, tenim

que 1'estat de I'organisme passa de 1'atractor p corresponent a P a I'atractor

q corresponent a Q que es ates al llarg d'una trajectoria continua a partir de

p que no s'aparta massa d'un atractor.
D'aquesta manera la trajectoria evolutiva determina quin dels dos atrac-

tors al sistema Q es assolit . Si a partir de P la trajectoria hagues estat la indi-
cada amb una linia discontinua fins a Q, Ilavors, en comptes d'arribar a la
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!x

FIGURA 4

forma corresponent a l'atractor q, s'hauria arribat a 1'atractor q' del mateix
sistema Q. Es a dir, a una altra forma diferent del mateix sistema Q.

En els dos casos esmentats l'organisme no es veu forcat a canvis bruscs en
la variable x: tant per a anar de p a q com per a anar de p a q' el canvi del
valor x per l'atractor es continu. Per contra, si una trajectoria ens portava
de Q a P al llarg de la trajectbria amb lima plena de la figura 2 pert partint
de 1'estat en I'atractor q', ens trobariem que, en passar el sistema pel tipus
III, hi hauria un canvi sobtat: el valor de x per a l'atractor tindria un canvi
discontinu. S'hauria produIt un salt. Aixo apareix a la figura 4 illustrat per
la linia de punts i ratlles, en que l'atractor passa bruscament de r a r'.

En la figura 3 notem que hi ha uns certs sistemes dinamics que son estruc-
turalment estables, en el sentit que un petit canvi en a i b no els fa variar
de tipus. Per exemple tots els del tipus II ho son, i tambe tots els del tipus I
si excloem el punt a = 0, b = 0. Per contra, tots els sistemes del tipus III,
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i tambe el sistema corresponent a a = 0, b = 0, son tals que un canvi de a i

b tan petit corn es vulgui els pot fer canviar de tipus . El conjunt dels sistemes

estructuralment estables se sol designar per E. Per A designarem el conjunt

dels que no son estructuralment estables. Entre tots dos tenim tots els punts

del pla, es a dir, totes les possihilitats per a la patella (a, b). El conjunt E

es obert, en el sentit que tot punt de E conte un entorn (un disc) contingut

a E. El conjunt A es anomenat conjunt critic, i en ell tenim que petites va-

riations poden canviar el tipus (que comporta les possibles formes o atrac-

tors). Tambe A es anomenat conjunt de forcacio, perque una trajectoria que

descriu el canvi temporal de a i h, en passar per A fa canviar el nombre d'a-

tractors, de vegades en forma de <forcacions» d'un atractor en dos o mes

punts d'equilibri. Un altre nom reservat per a A es el de conjunt de <<catas-

trofes», perque es podern produir canvis bruscs de forma en passar una tra-

jectoria evolutiva per aquest conjunt, tal corn veiem a la trajectoria de punts

i ratlles de la figura 4.

Fent servir aquest exemple, Zeeman ha donat models del funcionament

del cor, dels impulsos nerviosos, del comportament a les presons , de la flexio

critica de bigues, etc. (Vegeu [3] i [41 de la Bibliografia).

Per tal d'illustrar com pot fer-se servir el model, i sense pretendre que

el cas que donem sigui d'una validesa fonamentada en observacions suficients,

considerarern el comportament d'un animal actuant en contra d'un perill. Els

factors determinants de la seva accio seran la mesura del perill, d'una Ban-

da, i la seva por, d'una altra. En el model mes senzill , l'accio seria una funcid

creixent de la mesura del perill, mentre que aquesta accio sera inhibida per la

por. Aixb no resulta massa satisfactori , perque no to en compte la possibi-

litat d'un pas sobtat d'un estat inhibit a una accio violenta quan l'animal

to molta por i el perill es torna imminent. Aquest comportament correspon

be a la nocio de canvi catastrbfic d'atractor de que hem parlat abans.

Sembla doncs que un model mes fidel qualitativament podria esser com

el de la figura 5, en que quan la por es gran, hi ha estats exaltats i inhibits

en les mateixes condicions de por i de perill, i que s'estigui en Fun o en

1'altre depen d'allb que haura passat abans.

Observern que per a assolir el punt B des del punt A podem seguir una

trajectoria sense catastrofes , a, o be una en que es produeix un salt quali-

tatiu, b. El que se'n segueixi l'una o !'altra depen de la dinamica evolutiva, es

a dir, de les !leis que governen els canvis dels parametres por i perill que,

a mes a mes, no semblen independents.

La mateixa figura 5, en comptes de descriure el comportament d'un ani-

mal, pot descriure el de tota una societat, en que la por i el perill siguin col-

lectius. En aquest cas una trajectoria com la a correspon a una evolucio
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FIGURA 5

sense canvis bruscs (reformista), mentre que una com la b correspondria a
un canvi brusc en les accions (ruptura).

En relaci6 amb aquest model, observem que quan hi ha un estat tens en

una societat, la distribucio estadistica de la posici6 politica dels individus

mostra un aspecte molt diferent de la normal amb un sol maxim, i que pot

presentar dos maxims ben diferenciats (corn els geps d'un camell). Aixo po-

dria Esser degut al fet que la morfologia de la situaci6 6s del tipus del plec

de la figura 5, que fa que en igualtat aproximada de circumstancies externes,

i segons el canvi evolutiu seguit, els uns es trobin en un atractor i els altres

en un altre (polaritzacio de dretes i esquerres).

Tornant a la figura 4 observem que la superficie f = 0 cont6 tota la in-

formacio sobre la morfologia del fenomen que ens interessa. Donada una tra-

jectbria evolutiva (que sera dictada per una altra dinamica que controla el

canvi en el temps de a i de b), tenim definit quines son les formes de 1'or-
ganisme en cada moment.

Si en comptes de tenir un sol plec, corn a la figura 4, ens tingu6ssim m6s,
o d'un altre tipus, flavors la morfologia canviaria: hi hauria potser d'altres
tipus de sistemes amb una altra distribuci6 dels punts critics i altres possi-
bles catastrofes. De tota manera Rene Thom ha demostrat que quan els
sistemes metabblics son d'una dimensio, amb dues variables evolutives, com
en el cas de l'exemple, una petita pertorbaci6 de la superficie f (x, a, b) = 0,
fa que no es presentin complicacions m6s grans que plecs corn l'illustrat a la
figura . La teoria de catastrofes estudia quines s6n aquestes situacions m6s
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senzilles a que es pot reduir la morfologia mitjancant un canvi petit. Es re-
serva el nom de catastrofe elemental per a aquelles situacions de f = 0 que,
com el plec, son les mes senzilles que es presenten quan es varia lleugerament
f. Quan el nombre de parametres augmenta, les catastrofes elementals poden
esser mes complicades.

Podem intentar ara de generalitzar els conceptes en que ens hem trobat
en aquest exemple. Per a comencar hem d'admetre sistemes dinamics mes
complicats per a descriure el metabolisme. Un pas intermedi entre aquest
i els que caldrien per a les situaciones naturals de la biologia o la sociologia,
seria de considerar sistemes dinamics donats per camps vectorials en una
varietat.

Una varietat no es sing la generalitzacio del concepte de superficie (per
exemple encabida a l'espai de tres dimensions) a nombres possiblement mes
grans de dimensions (tant de la superficie com de 1'espai on 1'encabim). Aixi
doncs, una esfera (la superficie), es un exemple de varietat de dimensio 2. Un
camp vectorial X definit en una varietat es 1'assignaciO a cada punt d'ella
d'un vector tangent. Intuitivament aixo es el mateix que considerar un fluid
que es mou sobre la varietat de tal manera que la seva velocitat en cada punt
es donada per aquest vector tangent. Aquest camp vectorial defineix una
dinamica en que les trajectories son les de les particules del fluid. Un bon
simil es el de considerar els corrents matins o el vent damunt la superfi-
cie de la terra. La velocitat de les particules d'aigua o d'aire representen
el camp vectorial, les trajectories seguides per les particules son les del sis-
tema dinamic. Si en un punt la velocitat cs zero, flavors es tracta d'un punt
d'equilibri. S'ha de fer notar que, encara que les particules es mouen, en cada
punt x, el valor X(x) no varia amb el temps.

FiruxA 6
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A la figura 6 s'illustra un camp vectorial que podria suggerir un movi-
ment ciclonic de faire. El punt d'equilibri representa un atractor, que vol dir,
com sempre, que en un entorn d'ell totes les trajectories hi tendeixen.

Podem considerar ara el conjunt 4' dels sistemes dinamics metabolics

(camps vectorials X), que entraran en la nostra descripcio del sistema evolu-

tiu. En particular podem suposar que tenim un conjunt de camps vectorials

que depenen d'uns certs parametres a, b, c,... Per tal de poder dir que els

camps de 4, depenen continuament (o diferenciablement) dels parametres,

hem de donar a 4' una estructura topolOgica. Aix6 vol dir que hem de donar

un criteri segons el qual podem dir quan un canvi is continu, o, cosa que es

equivalent, quins son els entorns dels punts X de P. En 1'exemple que hem do-

nat abans, el criteri era que dos camps eren propers si ho eren els parametres

a i b corresponents com a punts del pla; resultava, en aquest cas, que els

camps vectorials en cada punt (es a dir f(x)) tambe eren propers. En la gene-

ralitzacio, la nocio de proximitat a 41 es pot donar basada en els vectors dels

camps. Direm que X i Y, camp de 4,1, son propers si ho son en cada punt x

els vectors X(x) i Y(x) juntament amb les seves derivades, amb certes condi-

tions d'uniformitat. No podem entrar en detalls en el poc espai que tenim.

Tenim ara el problema de la divisi6 en tipus analegs als I, II i III de l'e-
xemple. Per aixO hem de donar una relacio d'equivalencia entre camps (sis-
temes dinamics metabOlics), que ens digui si X i Y son del mateix tipus.
La generalitzacio del criteri triat, que era que hi hagues els mateixos punts
d'equilibri del mateix tipus i en el mateix ordre, es generalitza al fet que hi

hagi una transformacio de la varietat en ella mateixa que preservi les tra-
jectories (tin criteri possible diferent seria que la transformacio preserves els
atractors, diguem). Aquesta relacio d'equivalencia ens divideix el camp mor-
fogenetic (es a dir, el conjunt dels possibles sistemes metabblics rellevants per
al nostre cas) en classes d'equivalencia formades per sistemes del mateix tipus.

Ara, si un camp vectorial X es tal que tot un entorn d'ell es del mateix
tipus, diem que es estructuralment estable. Si no, direm que es un sistema
critic. El conjunt dels estructuralment estables el denotarem per x, i per A
el conjunt dels critics, que es X-E. De les definitions se segueix que tots els
punts de E s6n interiors a E , mentre que a A cap no ho es.

Notem que, si X es a A, hi ha canvis tan petits corn vulguem que canvien
el tipus de X.

Una trajectoria evolutiva es una trajectoria a X. Mentre es mogui a E, no
variara el tipus de 1'organisme, perO quan arribara a A pot produir-se un can-
vi en el tipus, amb una possible aparicio o desaparicio d'atractors (forcacio
d'atractors). A mes a mes, si l'organisme es troba en la proximitat d'un
atractor que desapareix en passar per A, es produira un canvi brusc en l'estat
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en canviar les variables metaboliques cap a un nou estat, es a dir, es produira
una catastrofe. Per aquesta causa el conjunt critic A es tamb6 conegut com
a conjunt de bifurcaci6 (forcaci6) o com a conjunt de catastrofes.

Hi ha situacions que necessiten un nombre mes gran de variables que en
el cas del plec que hem presentat amb anterioritat. Zeeman to un model
del comportament d'una patella en que entren tres factors conflictius en
comptes de dos, i caldria un espai de quatre dimensions per a encabir-hi la
catastrofe elemental corresponent. Pel que fa a aquestes catastrofes elemen-
tals corresponents a atractors puntuals, moltes d'elles s6n ja classificades en
la literatura. Encara que tot just hom comenca a emprar el llenguatge de les
catastrofes, sembla que pot esser una bona eina en 1'esforc de donar una
imatge racional del nostre m6n. Des del punt de vista dels matematics, s'obre
tot un seguit de problemes interessants que donara feina per molts anys.
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